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ABSTRACT 
In this paper we work with a general Peirce decomposition. This decomposition generalizes the 
one of associative and alternative algebras and permit us, among other esults, the characterization 
of a kind of nilradical in the case of finite dimensional power associative algebras. 
1. PRELIMINAIRES 
Les alg6bres associatives et alternatives sont des alg+bres fi puissances asso- 
ciatives et poss+dent d6composit ion de Peirce relative/t out ensemble d' idem- 
potents deux fi deux orthogonaux. Plus pr~cis~ment, les r6sultats uivants ont 
v6rifi6s: 
1.1. Pour toute alg6bre associative U et quels que soient les idempotents 
e l , . . . ,en  de U, deux fi deux orthogonaux,  les espaces de Peirce Uij, sous- 
espaces vectoriels de U d6finis par 
uij = {x Ix u ,  = 6 ix, xek = 
( i , j - -0 ,  1, . . . ,n ) ,  off les 6q, ( i , j  = 0, 1 , . . . ,n ) ,  sont les deltas de Kronecker, 
v6rifient les propri&6s suivantes: 
(1) U = (~i;j=o U,i; 
(2) Ui jUktc  ~jkUit, ( i , j , k , l=O,  1 , . . . ,n ) .  
* Supported by CAPES, Brazil, Processo n° l 116/91-13. 
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1.2. Pour route alg6bre alternative U et quels que soient les idempotents 
el,. •., en de U, deux ~. deux orthogonaux, les espaces de Peirce d6finis par ces 
idempotents v6rifient les propri6t6s uivantes: 
O) u : u j; 
(2) U, jU j lc  Vit, ( i , j , l=O,  1, . . . ,n);  
(3) Uij Uii C Uji, (i,j = 0, 1, . . . ,n) ;  
(4) UijUkl=O, s i j vkket ( i , j )  ¢ (k,l), ( i , j , k , l -O ,  1,. . . ,n);  
(5) x 2=0,pour toutxdansU i j , iC j ,  ( i , j=O, 1, . . . ,n) .  
I1 existe diff6rents types d'alg6bres possedant d6composition de Peirce qui 
v6rifient les conditions (1) et (2) de 1.1 ou les conditions (1) fi (5) de 1.2 et toute 
d6composition v6rifiant les conditions de 1.1, v6rifie aussi celles de 1.2. 
Cet article met l'accent sur l'6tude du nilradical, la d6composition de 
Wedderburn et la semi-simplicit6 des alg6bres fi puissances associatives dans 
les propri6t6s (1) 2t (5) de 1.2. Nous y g6n6ralisons essentiellement lesr6sultats 
contenus dans [5]. Des caract6risations decertaines alg6bres ftexibles imples, 
poss6dant une d6composition de Peirce qui v6rifie les conditions de 1.2, sont 
aussi obtenues. 
2. DEF IN IT IONS ET PROPRIETES GENERALES 
Par la suite F d6signera un corps commutatif  pour lequel, chaque fois que la 
caract6ristique intervient nous le mentionnerons. Pour toute F-alg~bre U, le 
commutateur de U, d6fini par [x, y] xy - yx pour x et y parcourant U, me- 
sure le degr~ de non commutativitO de l'alg6bre U et l'associateur de U, d6fini par 
(x,y,z) - (xy)z -x (yz )  pour x, yet  z parcourant U, mesure le degrk de non 
associativitb de l'alg6bre U. Rappelons que l'associateur d'une F-alg6bre U est 
une application F-lin6aire dans chaque variable et qu'il v6rifie l'identit~ de 
Teichmiiller, fi savoir, x(y,z , t )  + (x,y,z)t  = (xy, z~t) - (x, yz, t) + (x,y, zt), 
pour x, y, z et t parcourant U. Le noyau associat(fN, ss(U) de la F-alg~bre U est 
d6fini come &ant l'ensemble des 616ments r dans U tels que (r, x, y) = (x, r: y) = 
(x, y, r) = 0, quels que soient x et y dans U; Nass(U) est une sous-alg6bre asso- 
ciative de U (cf. [8]). Le noyau alternatif N, lt(U) de la F-alg6bre U est d6fini 
comme 6tant l'ensemble des el6ments r dans U tels que (x, r, x) = 0 et (r, x, y) = 
(y, r, x) = (x, y, r), quels que soient x et y dans U; N, tt(U) est une sous-alg6bre 
alternative de U, si U est strictement fi puissances associatives ou si la ca- 
ract6ristique du corps F est diff6rente de 3 (cf. [11]). Une F-alg6bre U est dite 
ass-nuclbaire (resp. alt-nuclkaire) si U poss+de au moins un 616ment idempotent 
e # 0, 1 et si chaque idempotent de U appartient 2t N~ss(U) (resp. N~It(U)) (cf. 
[9]). 
Nous dirons qu'une F-alg+bre U admet une dkcomposition de Peirce relative 
~t un ensemble d'idempotents {el,. •., e,} de U, deux fi deux orthogonaux, si les 
espaces de Peirce de U d6finis par 
Uii-- {x lxE  U, ekx--gSkix, xel~--~Sjkx}, ( i , j=O, 1, . . . ,n) ,  
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ot~ les 6ij, (i,j = O, 1, . . . ,  n), sont les deltas de Kronecker, v6rifient la condition 
Les lemmes uivants g~n~ralisent, respectivement, lesLemmes 1 et 2 de [9]. 
Lemme 2.1. Soient U une F-algObre et {el , . . . ,  en} un ensemble d'idempotents de
U, deux gt deux orthogonaux. Les assertions uivantes ont bquivalentes: (i) l'al- 
gkbre U possbde dbcomposition de Peirce, relative ~ l'ensemble d'idempotents 
{e l , . . . ,  e~}, vbrifiant la condition Uij U~I c (Sjk Uil, (i,j, k, l = 0, 1 , . . . ,  n); (ii) les 
idempotents el,. •., en sont dans le noyau associatif Nass( U) de U. 
Lemme 2.2. Soient U une F-algObre et {e j , . . . ,  e,,} une ensemble d'idempotents 
de U, deux h deux orthogonaux. Les assertions uivantes ont bquivalentes: (i) 
l'algObre U possOde dbcomposition de Peirce, relative gl l'ensemble d'idempotents 
{el , . . . ,  en}, v~rifiantlesconditions Uij Ujl C Uil , (i,j, l-- O, 1, . . . ,  n), Uij Uij C Uji, 
( i , j=O, 1, . . . ,n) ,  UijUkl=O, si j Ck  et (i,j) ¢ (k,l), ( i , j ,k , l=O,  1, . . . ,n)  
et x 2 = O, pour tout x dans Uij, i C j, (i,j = O, 1,. . .  ,n); (ii) les idempotents 
e l , . . . ,  en appartiennent au noyau alternatif Natt( U) de U. 
Comme cons6quence imm6diate du Lemme 2.2, on ale corollaire suivant: 
Corollaire 2.3. Soient U une F-algObre alt-nucldaire t U = (~i~j=o Uij la rib- 
composition de Peirce de U relative ~t un ensemble {el,..  •, en} d'idempotents de 
U, deux gl deux orthogonaux. Alors Uij C Nalt( U), ( i, j = O, 1, . . . ,  n; i ¢ j). 
En effet, si i ¢ 0, pour tout 61+ment x dans Uij, l'616ment ei + x est un 
idempotent de U, car d'apr~s la condition (i) du Lemme 2.2, (ei + X) 2z  
e f + eix q- xei -I- X 2 = ei -- X, il appartient donc au noyau alternatif de U et, par 
suite, ( y, ei + x, y) = 0 et (el + x, y,z) = ( z, ei + x, y) = ( y,z, ei + x ), quels que 
soient y et z dans U. Ces identit~s entrainent les identit6s (y ,x ,y )= 0 et 
(x, y, z) = (z, x, y) - (y, z, x), pour yet  z parcourant U. Cela entra~ne que x est 
dans le noyau alternatif de l'alg6bre U. Le cas j ¢ 0 se d6montre de fa~on ana- 
logue. 
L'exemple qui suit nous montre que l'hypoth6se du Corollaire 2.3 est n6- 
cessaire. 
Exemple 2.4. Soient Fun  corps et U une F-alg6bre de dimension 5 dont la ta- 
ble de multiplication relative/~ une base {el , . . . ,  e5} s'~crit e~ = ei, el e3 = e3, 
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e le4  = e4, e~ e2, e2e5 = e5, e3e2 = e3~ e3e5 ---- e l ,  e4e2  = e4~ e5e l  = e5 e t  ese4 = 
e2, tousles autres produits brant nuls. I1 s'agit ici d'un exemple d'une alg6bre 
non associative off el est un idempotent qui appartient au noyau alternatif de 
U. Toutefois, l'alg6bre U n'est pas alt-nucl6aire car el + e3 est aussi un idem- 
potent mais il n'appartient pas au noyau alternatif de U. De plus, dans la d6- 
composition de Peirce de U relative fi l ' idempotent el, l'espace de Peirce U11 est 
la sous-alg6bre de U engendrbe par l'ensemble {el}, Uj0 et U01 sont les sous- 
espaces vectoriels de U engendr6s respectivement par les ensembles {e3, e4} et 
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{e5} et Uoo est la sous-alg6bre de U engendr6e par l'ensemble {e2}. Or, 
(es, e4, es) = e5 et on conclut ainsi que l'616ment e4 n'appartient pas au noyau 
alternatif de U. 
3. IDEMPOTENTS PRIMITIFS ET PRINCIPAUX DANS LES ALGEBRES 
ALT-NUCLEAIRES 
On montre, dans ce paragraphe, qu'fi partir des propri6t6s de la d6composi- 
tion de Peirce dans les alg6bres alt-nucl6aires, on peut g6n6raliser de fa~on 
analogue les r6sultats concernant les idempotents primitifs et principaux des 
alg+bres alternatives. 
Soient U une F-alg6bre et e un idempotent de U. On dit que e est un idem- 
potent  pr incipal  de U si U ne poss6de aucun idempotent non nul u orthogonal fi
e, ou encore, tel que ue = eu = O. 
Les d6monstrations des deux th6or~mes qui suivent se font comme dans le 
cas alternatif (cf. [5]). 
Th6or6me 3.1. Soit U une F-algkbre alt-nuclkaire de dimension f inie. Alors U 
poss~de un idempotent principal.  
Soient U une F-alg6bre et e un idempotent non nul de U. On dit que e est un 
i dempotentpr imi t i f  de U, s'il n'existe pas des idempotents non nuls u et v de U 
tels que e = u+ vet  uv = vu = O. 
Th~or~me 3.2. Soit U une F-algbbre alt-nucldaire de dimension f inie. Alors,  pour  
tout idempotent non nul u de U, il existe des idempotents pr imit i fs  e l , . . .  ,er, 
er + l , . . . , en~ (1 < r < n), deux h deux orthogonaux,  tels que u : el + ""  + er et 
e = el + . . .  + en est un idempotentpr inc ipa lde  U.
4. ALGEBRES ALT-NUCLEAIRES A PUISSANCES ASSOCIATIVES 
Le but de ce paragraphe st de g6n6raliser, aux alg6bres alt-nucl6aires fi
puissances associatives, la th6orie connue pour les alg~bres alternatives. A
partir du Corollaire 2.3 on v6rifie que les propri6t6s (3.21) fi (3.28) de la Pro- 
position 3.4 de [8] dans le cas alternatif, sont encore valables pour route d+- 
composition de Peirce relative/t un ensemble d'idempotents deux/t  deux or- 
thogonaux dans les alg~bres alt-nucl~aires. De plus, si l'alg+bre st fi puissances 
associatives, les propri6t6s (3.29)/t (3.31) de la Proposition 3.4 de [8] sont encore 
valables. 
Par la suite, on caract6risera le nilradical (nilid6al maximal) d'une sous- 
classe des alg6bres alt-nucl6aires fi puissances associatives comme &ant l'en- 
semble de ses 616ments proprement nilpotents, r6sultat analogue fi celui des al- 
g6bres alternatives. 
Si U est une F-alg6bre fi puissances associatives, on dira qu'un 61+ment x de 
U est proprement  ni lpotent dans U si pour tout +16ment a dans U, ax  et xa sont 
de ~16ments nilpotentes dans U. 
334 
Le lemme suivant est une cons+quence du fait que l'on est sur des alg+bres 
alt-nucl6aires ~i puissances associatives et du thkorkme d'Albert (of. [8], Pro- 
position 3.3). La d6monstration sefait comme dans le Lemme 4.1 de [5]. 
Lemme 4.1. Soit U une F-algbbre alt-nucldaire it puissances associatives de di- 
mension finie. Un idempotent e de U est principal si et seulement si la composante 
Uoo relative gt e est une nilalgbbre. 
Lemme 4.2. Soit U une F-algbbre alt-nuclbaire it puissances associatives. Pour 
route ddcomposition de Peirce U = ~i , j=o Uij relative it un ensemble d'idem- 
potents deux gt deux orthogonaux, les propridtds suivantes sont vdrifides: (a) 
(xy)m = x( (yx)~- ly )  = (x(yx)m a)y, quels que soient x dans Uij et y dans 
Uji, ( i , j  - O, 1, . . .  ,n; i C j)  et pour tout entier m >_ 2; (b) xy est nilpotent si et 
seulement si yx est nilpotent, quels que soient x clans Uij et y clans Uji, 
( i , j=O,  1 , . . . ,n ; i¢ j ) .  
Le lemme qui suit se trouve d6j/t dans [5] (cf. Lemme 4.3): 
Lemme 4.3. Soit U une F-algkbre de dimension finie gt puissances associatives et 3 
~lkment unit~ dans laquelle l~l~ment unit~, not~ 1, est son unique idempotent non 
nul. Les assertions uivantes ont alors Oquivalentes: (1) un blbment x de U n'est 
pas nilpotent; (2) il existe un blbment y dans (1, x), la sous-F-algkbre de U com- 
mutative t associative ngendrbe par les ~lbments 1et x, tel que xy = yx  = 1. 
Th~orbme 4.4 (Caract6risation du nilradical). Soit U une F-algkbre alt- 
nuclbaire de dimension finie it puissances associatives. Si pour toute sous-F- 
algkbre T de U gt klbment unitk dans laquelle l'unit~ est l'unique idempotent non 
nul, l'ensemble des blkments nilpotents de Test un nilidkal de T, alors le nilradical 
(nilid~al maximal)  de U est l'ensemble de tous ses blkments proprement nilpotents. 
Consid6rons la d6composition de Peirce de l'alg6bre U relative fi un en- 
semble {e l , . . . ,  e,) d'idempotents primitifs de U, deux fi deux orthogonaux, tel 
que e = et + ... + e, soit un idempotent principal de U. Alors, U00 est une 
sous-nilalg6bre de U et ei, l'61~ment unit~ de Uii, (i =- 1 , . . . ,n ) ,  est l'unique 
idempotent de Uii, (i = 1, . . . ,n) .  L'hypothbse du th6or6me peut donc 6tre 
appliqu6e fi chaque Uii, (i = 1 , . . . ,n ) .  Ainsi, tout 616ment nilpotent de Uii, 
(i = 0, 1 , . . . ,n) ,  est proprement nilpotent dans U. Consid6rons donc les en- 
sembles 
Wij = {s is  ~ Uij, tous les ~l~ments de sUji sont nilpotents}, 
( i , j  = 0, l , . . . ,n ) .  
D'apr6s le Lemme 4.2 (b), tousles ~16ments de sUji, ( i , j  = 0, 1,. . .  ,n), sont nil- 
potents si, et seulement si, tous les +lbments de Ujis, ( i , j  = O, 1 , . . .  ,n), sont 
nilpotents. Par ailleurs, chaque ensemble Wij, ( i , j  = 0, 1, . . . ,n) ,  est un sous- 
espace vectoriel de U et W, 7 c R, ( i , j  = 0, 1 , . . . ,n) ,  R 6tant l'ensemble des 
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616ments proprement nilpotents de U. En effet, comme U00 est une sous- 
nilalg6bre de U, d'apr6s la Proposition 3.4, (3.29) de [8] on a Woo = U00 c R. 
La Proposition 3.4, (3.30) de [8] et le Lemme 4.2 (b), nous disent que Woj = 
Uo jCR,  ( j= l , . . . ,n ) ,  et W/0= UioCR,  ( i= l , . . . ,n ) .  Montrons que, en 
g6n+ral, les Wij, (i, j  = 1,. . .  ,n), sont des sous-espaces vectoriels de U. Soient 
donc s et s'  deux +l+ments de W~j; pour tout +16ment a dans Ujg, sa et s'a sont 
dans Uig et appartiennent donc fi l'id6al des 616ments nilpotents de Ui~. Donc, 
(o~s + t3s')a est un 616ment nilpotent, quels que soient les scalaires c~ et fl dans 
F. Ainsi, as +/3s ~ est dans W/j, ce qui montre que Wij est un sous-espace 
vectoriel de U. Finalement, les propri+t6s (3.29) et (3.30) de la Proposition 3.4 
de [8] nous disent que tousles 616ments de W/j, (i,j = 1, . . . ,  n), sont propre- 
ment nilpotents dans l'alg6bre U. Soit W = ~i , j  W,7, notons (R) le sous-F- 
espace vectoriel de U engendr~ par R et montrons que W = (R) est un id6al 
bilat6re de U. En effet, on sait que W c (R) et supposons qu'il existe un 616- 
ment x c R tel que x ~ W. Alors, pour x = ~i , j  Xij avec xij E Uij, il existe un 
couple d'indices (i,j), (i, j  = 1, . . . ,  n), tel que xij ~ Wij. D'apr6s les Lemmes 4.2 
et 4.3, il existe un 616ment bj~ c Uji tel que bj~xij = ej et la Proposition 3.4, (3.31), 
de [8] nous dit alors que ej(bjix)mej = (bjix~j) m = ej ¢ O, c'est fi dire que bj~x 
n'est pas nilpotent dans U, ce qui est absurde. On a ainsi montr6 que R c W 
donc W = (R). Pour d6montrer que W est un id6al ~t droite de U montrons, 
tout d'abord, que (a) W,j Uj~ C W,k, ( i , j ,k  = O, 1,. . .  ,n), et (b) Wij Uij c Wji, 
(i, j  = O, 1,. . .  ,n; i :/:j). En effet, pour i = k, s is  E W/j alors sUji c Wii, l'id~al 
bilat6re des 616ments nilpotents dans Uii. Ceci entra~ne que W 0. ~ i  c Wti. 
D'autre part, si i ¢ k, d'aprbs la Proposition 3.4, (3.22), de [8], (W, 7 Ujk) Uki = 
Wij(Uj~Uki) C WijUj iC W~i, ce qui montre que tous les 61bments de 
(Wi j  U jk )Uk i  sont nilpotents, d'ofi W,j Ujk c W/k. Ceci d6montre (a) et pour 
montrer (b), nous observons que d'aprbs la Proposition 3.4, (3.24), de [8], 
(Wij Uij) Uij = (U(i Uij) W/j c Uji Wij c WiT, c'est fi dire que les 616ments de 
( W/j Uij) Uij sont nilpotents. I1 s'ensuit que Wij Uij c Wji et ainsi 
• " i , j , l  i ¢ j  
c'est it dire que West  un ideal ~t droite de U. De m6me, on montre que West  un 
id+al it gauche de U et, par suite, W = (R) est un id6al bilat+re de U et il est 
clair que cet id6al ne d6pend pas du choix des idempotents utilis6s dans sa 
construction. Si l'on suppose que l'id6al (R) ne soit pas un nilid~al, d'apr6s la 
Proposition 3.3 de [8], il poss+de un idempotent u-¢ 0 et d'apr+s le Th6o- 
r6me 3.2, il existe, dans U, des idempotents primitifs u l , . . . ,  u,, deux ~, deux 
orthogonaux, tels que u=u~+. . .+u~ ( r<n)  et v=u~+. - -+u~ est un 
idempotent principal. Alors, pour W = ~-]g,j Wij et si l'on +crit u = ~, , j  s~j off 
sij 6 Wij, (i, j  = 0, 1, . . .  ,n), ul = u~u = ~j  s U et si l'on multiplie cette relation 
~t droite par u~, on a u~ = s~. Cette derni6re relation montrerait que u~ serait un 
~l+ment nilpotent, ce qui est absurde. Donc, (R) est un nilid+al de U et, par 
suite, (R) c R, soit (R) = R. On a ainsi montrb que Rest  un nilid6al maximal 
de U ou encore, Rest  le nilradical de U. 
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Exemple 4.5. Le but essentiel de cet exemple est de montrer  que les condit ions 
du thbor6me ci-dessus ont effectivement v6rifi6es. Soit donc U une F-alg6bre 
de dimension 5 dont la table de multipl ication relative 5. une base {et , . . . ,  e5} 
s'~crit el ei = eiel = el, (i = 1 , . . . ,  5), e3e 4 = -e4e3 = e5 et e4e5 = -ese4 --~ e3, 
tousles autres produits 6tant nuls. On v6rifie facilement que U est une alg6bre 
de Jordan non commutat ive 5. puissances associatives qui n'est ni associative, ni 
alternative t qui a l'616ment unit+ e~ comme unique idempotent. De plus, Fen- 
semble des 616ments nilpotents de U est un nilid~al de U. 
Comme cons6quence imm6diate du th60r6me ci-dessus on a les  deux r+- 
sultats suivants, les hypoth6ses 6tant celles du th+or6me: 
Corollaire 4.6. Soit U = Ull @ Ulo ® Uw ® Uoo la ddcomposition de Peirce de 
U relative gt un idempotent non nul e de U. Alors, le nilradical de Uii est R n Uii, 
(i = 0, 1), ogt Rest  le nilradical de U. 
Corollaire 4.7. Si U = Ull @ Ulo ® Uol @ Uoo est la d~composition de Peirce de 
relative ~ un idempotent principal e de U, alors Ulo @ Uol @ Uoo C R. 
Comme cons6quence du Th+or6me 4.4, on a le  r~sultat suivant: 
Th~or~me 4.8. Soit U une F-algbbre semi-simple de dimension finie, alt-nucl4aire 
et ~ puissances associatives. Si pour toute sous-F-algObre T de U ?l ~l~ment unitO 
dans laquelle l'unitd est l'unique idempotent non nul, l'ensemble des dl~ments nil- 
potents de Test un nilidkal de T, alors U est une algObre fi 4ldment unitd. 
En effet, soit U = U11 ® Ul0 ® Uw ® U00 la d6composit ion de Peirce de U 
relative 5, un idempotent principal e de U. D'apr6s le Corollaire 4.7, U10 ® 
U01 ® U00 c R et comme R = 0, n6cessairement U = Ull et e est l'616ment 
unit6 de U. 
5. DECOMPOSITION DE WEDDERBURN ET LES ALGEBRES ALT-NUCLEAIRES A 
PUISSANCES ASSOCIATIVES 
Soit U une F-alg6bre 5. puissances associatives. On dit que U possdde une 
d4composition de Wedderburn s'il existe une sous-F-alg+bre (7de U qui v~rifie 
les conditions uivantes: (1) U = R ® a, off Rest  le nilradical de U; (2) l'alg~bre 
~r est isomorphe 5. l'alg6bre quotient U/R. 
Dans la suite de ce paragraphe, les hypoth6ses ont celles du Th~or~me 4.4. 
On a ainsi le lemme suivant: 
Lemme 5.1. Soit U une F-algbbre. Pour tout idempotent principal e de U, le ni l  
radical R de U s~crit R -- R1 ® /-/10 @ U01 @ Uoo, OU RI est le nilradical de la 
sous-algObre Ull de U. 
Pour tout bl6ment x = Xlt + Xl0 Jr x01 -- XO0 de R avec xij E Ui/, ( i , j  -- O, 1), 
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le Corollaire 4.7 nous dit que x~o + xol + xoo est dans R donc Xll ~ R fq Ul l  = 
R~. I1 s'cnsuit que R c R1 ~ U~o ® Uo~ ® Uoo d'o~ l'+galit6. 
Th~or+me 5.2 (D6composit ion de Wedderburn).  Soit U une F-algbbre. Pour 
toute dOcomposition de Peirce de U relative gt un idempotent principal e, les as- 
sertions uivantes sont vOrifikes: (1) l'algbbre quotient U/R est isomorphe ?tl'algb- 
bre quotient Ul ~/R~; (2) U~ ~ possbde une d~composition de Wedderburn, si et 
seulement si l'algbbre U possbde aussi une dbcomposition de Wedderburn U = 
R ® ~r, off ~r ~_ U/R est un isomorphisme de F-algbbres, gt condition que ~r c U~ 1. 
En effet, U = R + U11 et comme Rest  un id6al de U, R1 = R NUl l  est un 
id6al de Ujl d'oti l ' isomorphisme de F-alg~bres U/R ~ U11/RI. Cela d6montre 
l'assertion (1). Pour ce qui est de (2), si Ull possbde une d+composit ion de 
Wedderburn,  il existe une sous-alg6bre cq de Ull v6rifiant Ull = R1 ® al et Crl 
est isomorphe, en tant que F-alg+bre, it l'alg6bre quotient Ull/R1. I1 s'ensuit 
que U = Ull ® Ul0 • U01 ® U00 = R ® or1, avec O" 1 ~ U/R, isomorphisme de 
F-alg6bres, d'apr6s le Lemme 5.1 et la propri6t6 (1), respectivement. R6ci- 
proquement,  supposons que l'alg6bre U poss~de une d6composit ion de 
Wedderburn U = R ® a avec ~r _~ U/R, it condit ion quecr  CU l l .  Pour tout 
616ment x dans U~I, il existe des 61+ments s E c~ c Ull et r C R, uniques, tels que 
x = r + set  d'apr6s le Lemme 5.1, l'616ment r s'exprime sous la fo rmer  = 
y+ xlo + xol + Xoo avec y E R1 et xij C Uij, (i, j = 0, 1). Donc,  x-  (y+ s) = 
Xl0 + x0l + x00, soit x = y + sou  encore, Ull = R1 + cr. Comme cr n R = 0 n6- 
cessairement ~r N R1 = 0 d'ofi Ull = R1 ® a. Par ailleurs, la propri&6 (1) nous 
dit quecr _~ U/R "~ Ull/R1, isomorphismes de F-alg~bres, ce qui nous montre 
que l'alg6bre Ull poss6de une d6composit ion de Wedderburn. 
6. ALGEBRES FLEXIBLES SIMPLES 
On montre, dans ce paragraphe, qu'it partir de la d6composit ion de Peirce 
dans les alg6bres flexibles simples, relative it un idempotent dans le noyau al- 
ternatif de U, il existe des condit ions ur les espaces de Peirce nous permettant 
d'obtenir des alg6bres associatives ou alternatives. 
Si U est une F-alg~bre, on dira que trois 61~ments x, y et z de U v~rifient les 
identit~s alternatives si (x, y, z) = - (y ,  x, z) = (y, z, x). 
Les propri~t6s (3.21) fi (3.28) de la Proposit ion 3.4 de [8] sont encore valables 
lorsque appliqu6es au cas des alg6bres flexibles poss~dant d~composit ion de 
Peirce relative it un ensemble d' idempotents deux it deux orthogonaux,  dans le 
noyau alternatif (cf. [5]). Comme cons6quence immediate, on a les lemmes 
suivants: 
Lemme 6.1. Soient U une F-algbbre flexible et U = Ull ® Ut0 ® Uol • Uoo sa 
d~composition dePeirce relative hun idempotent e ¢ 0, 1 dans le noyau alternatif 
de U. Les propridtbs uivantes ont alors vOrifikes: (1) trois Olkments de UI t, U00, 
Uoo (resp. de Ull, Ull, Uoo) s'associent dans n'importe quel ordre; (2) trois dlb- 
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ments de Ull, Ulo, Uoo (resp. de Ull, Uol, Uoo) s'associent dans n'importe quel 
ordre; (3) trois ~l~ments de Ull, Ulo, Ulo (resp. de U11, Uol, Uol, de U1o, UlO, 
Uoo, de Uol , UOl, Uoo) vOrifient les identitks alternatives dans n'importe quel ordre; 
(4) trois klkments de Utl, Ulo, Uol (resp. de Ulo, Uol, Uoo) s'associent dans n'im- 
porte quel ordre; (5) trois ~lkments de Ull, Ull, Ulo (resp. de Ull, UI~, Uol, de 
U~o, Uoo, Uoo, de Uo~, Uoo, Uoo) s'associent dans n'importe quel ordre; (6) trois 
Olkments de U~o, U~o, U~o (resp. de Uo~, Uol, Uol) vkrifient les identitks alterna- 
tives dans n'importe quel ordre; (7) trois klkments de Uol, Uo~, U~o (resp. de U~o, 
Ulo, Uol) vOrifient les identitks alternatives dans n'importe quel ordre sauf kven- 
tuellement dans les ordres Uol, Ulo, Uo~ (resp. Ulo, Uol, Ulo). Si, de plus, 
l'idempotent e appartient au noyau associatif de U, on a: (8) trois Olements de Ul l , 
U~o, Ulo (resp. de U~1, Uol, Uol, de U~o, U~o, Uoo, de Uo~, Uol, Uoo) s'associent 
dans n'importe quel ordre; (9) trois klOments de U~o, U~o, U~o (resp. de Uo~, Uo~, 
Uol) s'associent dans n'importe quel ordre; (10) trois kl~ments de Uo~, Uol, Ulo 
(resp. de U~o, Ulo, Uol) s'associent dans n'importe quel ordre sauf Oventuellement 
dans les ordres Uol, Ulo, Uol (resp. U~o, Uo~, Ulo). 
Les d+monstrations de (1) ~ (7) se font aussi en utilisant des propri~t6s du 
Lemme 2.2 et celles de (8) ~ (10), en utilisant les propri~t+s du Lemme 2.1. 
Lemme 6.2. Soient U une F-algObreflexible simple et U = UI1 @ Ulo @ Uol (~ 
UO0 sa d~eomposition dePeiree relative dun idempotent e ~ O, 1 dans le noyau 
alternatif de U. Alors les sous-algObres U11 et Uoo sont associatives. 
Soit A le  sous-F-espace vectoriel de U11 engendrb par les 61~ments de la 
forme (x, y, z) et (x, y, z) t pour x, y, z et t parcourant Ull. A partir de l'identitb 
de Teichmtiller, on v6rifie que A est un id+al bilat6re de U et comme U est une 
alg+bre simple, n6cessairement A = U ou A = 0. Si A = U on a U = U11, ce qui 
montre que e est l'616ment unit6 de U et ceci est contraire ~i nos hypoth+ses. 
Donc A = 0, c'est ~i dire, UI1 est une sous-alg6bre associative de U. De m~me, 
on montre que Uoo est une sous-alg+bre associative de U. 
Lemme 6.3. Soient U une F-algObreflexible simple et U = Ull @ Ulo ® Uol @ 
Uoo sa dOeomposition de Peirce relative h un idempotent e ~ O, 1 dans le noyau 
alternatif de U. Les assertions suivantes sont alors kquivalentes: (1) U est une al- 
gObre alternative; (2) trois OlOments quelconques dans Uol, Ulo, Uol (resp. dans 
Ulo, Uol, Ulo) vkrifient les identitOs alternatives. 
Ce lemme est une consSquence des conditions (1) ~i (7) du Lemme 6.1 et du 
Lemme 6.2 et le lemme suivant est une cons6quence des conditions (1), (2), (4), 
(5), (8), (9) et (10) du Lemme 6.1 et du Lemme 6.2. 
Lemme 6.4. Soient U une F-alg~bre flexible simple et U = Ull ® Ulo ® Uol ® 
Uoo sa d~composition de Peiree relative d un idempotent e ¢ 0, 1 dans le noyau 
associatif de U. Les conditions uivantes sont Oquivalentes: (1) U est une algkbre 
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associative; (2) trois bldments quelconques dans U0l, U10, Uol (resp. dans U~0, 
Uol, U~0) s'associent. 
L'exemple qui suit nous montre que la flexibilit6 est aussi une condition n6- 
cessaire pour que les propri6t6s (3.21) ~t (3.28) de la Proposition 3.4 de [8] en 
r6sultent. 
Exemple 6.5. Soient F un corps et U une F-alg6bre de dimension 5 dont la ta- 
ble de multiplication, relative 5  `une base {e l , . . . ,  es}, s'6crit e 2 = el, el e2 = e2, 
el  e3 = e3, e2e3 ~- - -e4 ,  e2e4 = e l ,  e2e5 = e3, e3e2 = e4, e3 e5 = e3, e4e l  - -  e4, 
e4e2 -- es, ese4 = e4 et e~ = es, tous les autres produits 6rant nuls. I1 s'agit ici 
d'une alg6bre non flexible dont l ' idempotent el appartient au noyau alternatif 
de U. Toutefois U n'est pas une alg6bre alt-nucl6aire car l ' idempotent e5 n'est 
pas dans ie noyau alternatif de U. De plus, dans la d+composition de Peirce de 
U relative 5. l ' idempotent el, l'espace de Peirce U~I est la sous-alg6bre de U 
engendrbe par l'ensemble {el }, Ulo et U01 sont les sous-espaces vectoriels de U 
engendrbs par les ensembles {e2, e3} et  {e4} respectivement et U00 est la sous- 
alg6bre de U engendr6e par l'ensemble {es}. A partir d'un calcul direct on v~- 
rifle que la propri~t~ (3.24) de la Proposition 3.4 de [8] n'est pas v~rifi~e. 
7. CLASS IF ICAT ION DE CERTAINES ALGEBRES NON ASSOCIAT IVES S IMPLES 
A partir des r6sultats obtenus dans le paragraphe pr6c6dent, on peut donner 
des conditions suffisantes pour que des alg6bres flexibles simples soient asso- 
ciatives ou alternatives. 
Th~or~me 7.1. Soit U une F-algObre flexible simple avec bl~ment unitd 1 = 
el + . . -+en,  off les ei (i~- 1, . . .  ,n) sont des idempotents deux gt deux ortho- 
gonaux et n >_ 3. Si les idempotents el,. • •, en appartiennent au noyau alternatif 
de U, l'algbbre U est associative. 
Consid6rons la d6composition de Peirce U =- (~ j -0  Uij de l'alg+bre U re- 
lative aux idempotents el,. • •, en. Montrons, tout d'abord, que les espaces de 
Peirce Uio, (i = 1 , . . . ,n ) ,  et U0j, ( j  = 1, . . . ,n) ,  sont nuls. En effet, quels que 
soient l'el~ment x dans U~0 et l'entier k, 1 < k < n, on a xek = 0 donc x = 
X n x(1 -e l )= (~k=2ek)=0-Dem~me,°nm°nt reque  Uoj=O, ( j= l , . . . ,n ) .  
L' idempotent e = el + eg, 2 < i < n, v+rifie e ~ 0, 1 et d'apr6s le Lemme 6.2, 
eUe est une sous-alg~bre associative de U telle que eUe = Ull ® Uli ® Uil ® 
Ui i  est la d6composition de Peirce de eUe relative 5  `l ' idempotent el. Par 
cons6quent, (U l i )2=(U i l )2=O,  d'aprbs le Lemme 2.1, (Uli, Uil,Uli) = 
(Uil, Uli, Ui]) = 0, d'apr6s l'associativit6 de eUe et (Y~?=2 Ua/) 2= 
(Y~7=2 Ui,) 2= 0, d'apr+s le Lemme 2.2, (i), et le fait que (Uli) z (U~I) 2 = 0. 
Consid6rons maintenant la d6composition de Peirce de l'alg~bre U relative 5  `
l ' idempotent el, c'est 5  `dire, U = Qll ® Q10 @ Q01 • Q00. En calculant directe- 
ment, on v6rifie que les espaces de Peirce Qij, ( i , j  = 0, 1), satisfont les identit6s 
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U n U n n QLI = II, Olo = ~j=2 lj, Ool = ~ i=2 uil et Ooo = ~i'J=22 u/j. Ainsi, la 
• . n 2 n U 2 condmon (~=2 Ulj) = (Y~i=2 il) = 0 entra~ne que (Ql0) = (Q01) 2 0. 
Cette identit6 et la premi+re t troisi6me conditions du Lemme 2.2, (i), nous 
permettent de montrer que l ' idempotent el est dans le noyau associatif de U. 
Comme, d'apr6s le Lemme 6.2, les sous-alg+bres Qll et Q0o sont associatives on 
conclut, d'apr6s le Lemme 6.4, qu'il suffit de montrer que trois ~16ments quel- 
conques des suites d'espaces Ql0, Q01, Q10 et Q01, Q10, Q01 s'associent. 
Th~or~me 7.2. Soient Fun  corps commutat i f  de caractbristique diffbrente de 3 et 
U une F-algbbreflexible simple avec un idempotent e ¢ 0, 1 dans le noyau alter- 
nat i f  de U. Si, pour tout blbment ddans U, l'application F-linOaire Ra - Ld est une 
d~rivation de U, alors U est une algbbre associative. 
Montrons, tout d'abord, que le fait que F soit de caract6ristique diff6rente 
de 3 entra~ne que l ' idempotent e est dans le noyau associatif N~s~(U) de U. En 
effet, quels que soient les +l+ments d, x et y dans U, on a (Ra - Ld)(xy) -- 
(Rd - Ld)(x) y + x(R,l -- La)(y),  done (x, y, d) - (x, d, y) + (d, x, y) = 0 et ceci 
entrMne que 3(x, y, e) = 0, c'est ~, dire que (x, y, e) - 0. On a ainsi montr6 que 
e c N ,~(U)  et d'apr6s le Lemme 6.4, il suffit de montrer que trois 61bments 
quelconques des suites d'espaces U01, U10, U01 et U10, U01, U10 s'associent. 
Th~or~me 7.3. Soit U une F-algbbre flexible simple avee un idempotent e ~ 0, 1 
dans le noyau alternatif de U. Si, quels que soient les Olkments x et y dans U, 
l'application F-linkaire D~, v - [Lx, Ly] + [Lx, Ry] + [Rx, Ry] est une d~rivation de 
U, alors U est une alg~bre alternative. Si, de plus, l ' idempotent e est clans le noyau 
associatif  de U, alors U est une algObre associative. 
En effet, quels que soient x, y, z et t dans U, on a Dx, y(tZ) = Dx, y(t)z + 
tDx, y(z) d'ofi l'identit6 x(y( tz ) )  - y(x(tz))  + x((tz) y) - (x ( tz ) )y  + ( ( t z )y )x  
( ( t z )x )y  - t (x(yz))  - t (y(xz) )  + t(x(zy)) - t ( (xz)y)  + t((zy)x)  - t ( (zx)y)  + 
(x (y t ) ) z -  (y (x t ) ) z  + (x(ty))z  ((xt) y )z  + ( ( ty )x)z  ((tx) y)z.  Or, d'apr6s le 
Lemme 6.3, il suffit de d6montrer que trois 616ments quelconques des suites 
d'espaces U0t, U10, U01 et Uj0, U01, Ul0 v6rifient les identitbs alternatives. Si l'on 
prend, dans l'identit6 ci-dessus, x et z dans U01, t dans Uj0 et y = e, on a 
(x, t, z) + (t, x, z) = 0 et une identit6 analogue pour trois elbments quelconques 
x, t et z dans la suite d'espaces Ui0, Uol, Ul0. Cela nous dit que la F-alg6bre U 
est alternative. Si l ' idempotent e est dans le noyau associatif de U, quels que 
soient les 616ments x et z dans U01 et t dans U10, on a (x, t, z) = 0 et une identit6 
analogue pour des 6lbments de la suite d'espaces Ulo, U01, Ui0. D'apr6s le 
Lemme 6.4, l'alg6bre U est associative. 
C'est un fait bien connu que toute alg6bre associative st Lie-admissible t, 
sous certaines conditions, le th6or6me suivant nous dit que la Lie-admissibilit6 
entraine l'associativit& 
Th~or~me 7.4. Soient F un corps commutat i f  de caractbristique diffbrente de 2 et 
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de 3 et U une F-algbbre flexible simple avec un idempotent e ¢ 0, 1 dans le noyau 
alternatif  de U. Si l'algkbre U est Lie-admissible, alors U est associative. 
Dire que U est une alg+bre L ie-admiss ib le revient fi dire que U est munie 
d 'une structure d'alg6bre de Lie avec la mult ip l icat ion donn6e par  le crochet 
Ix, y] = xy - yx  pour  x et y parcourant  U. L ' identit6 de Jacobi  (pour le crochet), 
la flexibilit+ de U et le fair que F soit un corps de caract6r ist ique diff6rente de 2 
entra lnent  que (x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) = 0, quels que soient x, y et z dans 
U. En part icul ier,  si l 'on fait z = e, le fait que F soit de caract6r ist ique diff6rente 
de 3 entraine que (x, y, e) = 0, c'est fi dire que e appart ient  au noyau assoc iat i f  
de U. D'apr6s le Lemme 6.1, condi t ion (10), et l ' identit6 d6montr6e ci-dessus, 
on voit que quels que soient les +16ments x et z dans U01 (resp. dans U10) et pour  
tout y darts U10 (resp. dans U01), on a (x, y, z) = 0. Le Lemme 6.4 nous dit alors 
que U est une alg6bre associative. 
De m~me, on sait que toute alg+bre alternat ive st Malcev-admiss ib le  et, 
sous certaines condit ions,  le th6or6me ci-dessous nous dit que la Malcev-  
admissibi l i t~ entraine l 'alternativit& 
Th~or~me 7.5. Soient Fun  corps commutat i f  de caractbr&tique diffbrente de 2 et 
de 3 et U une F-algbbre flexible simple avec un idempotent e ~ 0, 1 dans le noyau 
alternatif de U. Si l'algbbre U est Malcev-admissible, alors U est alternative. 
En effet, d'apr6s le Lemme 2.10 de [10], on a 3J([t,x], y, z) = [J(x, y, z), t] - 
[ J (y,  z, t), x] 2[J(z, t, x), y] + 2[J(t, x, y), z], quels que soient x, y, z et t dans U, 
off Jes t  le jacobien de U- .  Si l 'on prend x dans U01 (resp. dans Ul0), yet  z dans 
U10 (resp. dans U01) et t = e, on a (z,x, y) + (z, y, x) = 0. Le Lemme 6.3 nous dit 
alors que U est une alg~bre alternative. 
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